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基于外辐射源雷达系统的运动目标位置与速度
解耦合估计方法
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摘　要：　针对位于地球表面的无线静默目标，本文提出了一种基于外辐射源雷达系统的运动目标定位新方法 .
与已有大多数定位方法不同，新方法考虑了地面运动目标位置向量与速度向量所需服从的二次等式约束，并且实现了

对目标位置与速度的解耦合估计 . 文中首先将基于外辐射源雷达系统的非线性观测方程转化为伪线性观测方程，然

后利用一阶误差分析方法推导该观测方程中的误差渐近统计特性，并进而构建含双重二次等式约束的目标位置与速

度联合估计准则 . 针对此优化模型，文中提出了一种基于拉格朗日乘子法的目标位置与速度解耦合优化算法，其中仅

需对目标位置向量进行迭代计算，而目标速度向量是以闭式解的形式给出，因此可减少迭代初始值的影响与局部收敛

的风险 . 此外，文中还在双重二次等式约束条件下推导了基于外辐射源雷达系统的运动目标定位的克拉美罗界，定量

刻画了等式约束所产生的性能增益，并结合一阶误差分析与拉格朗日乘子法证明了新方法的渐近统计有效性 . 仿真

实验结果验证了所提定位方法的优势 .
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Decoupled Estimation Method for Position and Velocity of Moving Target 
Based on Passive Radar System
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Abstract:　In order to locate radio silent target on the Earth surface, a novel positioning method for moving target is 
proposed based on passive radar system.  Unlike most existing positioning methods, this method takes into account the qua⁃
dratic constraints that the target position vector and velocity vector need to satisfy, and can achieve decoupled estimation of 
the target position and velocity.  Firstly, the nonlinear observation equations based on the passive radar system are trans⁃
formed into pseudo-linear observation equations.  Then, the asymptotic statistical properties of the errors in pseudo-linear 
equations are derived by applying the first-order error analysis.  Subsequently, an optimization criterion is constructed for 
the joint estimation of the target position and velocity under the two quadratic equality constraints.  For the purpose of ob⁃
taining the global optimal solution of the target position and velocity, a decoupled optimization algorithm is developed 
based on the Lagrange multiplier approach.  This optimization algorithm requires only the iteration of the target position pa⁃
rameters, and the target velocity parameters can be obtained in a closed form, thus reducing the influence of initial values 
and the risk of local convergence.  Furthermore, the Cramér-Rao bound (CRB) for moving target localization based on pas⁃
sive radar system is deduced under the two quadratic equality constraints, and the performance gain resulting from the equal⁃
ity constraints is quantified.  The new estimator is also proved to be asymptotically statistically efficient by using the first-or⁃
der error analysis as well as the Lagrange multiplier approach.  Finally, simulation results verify the advantages of the pro⁃

收稿日期：2023-08-04；修回日期：2023-10-27；责任编辑：覃怀银



电 子 学 报 2023 年
posed positioning method.
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1　引言

运动目标定位问题在雷达、声呐以及无线传感网中

具有重要的应用价值 . 根据待定位目标是否会主动发射

电磁信号，可以将目标划分成两大类，分别为辐射源目

标与无线静默目标 . 针对辐射源目标的定位系统通常称

为无源定位系统［1，2］，其中传感器被动接收目标所发射的

信号，并从中提取信号参数，然后完成定位 . 针对无线静

默目标可以采用有源雷达系统［3~5］进行定位，典型的是

MIMO（Multiple Input Multiple Output）雷达系统 .
针对无线静默目标还可以采用外辐射源雷达系

统［6~8］（又称无源雷达系统）进行定位，该类系统的特点

是无需自配发射源，而是间接利用第三方发射的电磁

信号探测目标 . 在无源雷达系统中，可供选择的外辐射

源种类较多，其中包括广播电台、电视发射台、微波移

动通信基站等地面辐射源 . 需要指出的是，当接收天线

远离这些地面辐射源时（例如安装在机载或者舰载平

台），由于受到距离限制，接收天线可能无法有效处理

此类信号 . 为此，研究人员选择利用一些星载或者机载

照射源作为外辐射源［8］，例如导航卫星、低轨通信卫星

以及同步轨道通信卫星等星载辐射源，由于其远离地

面，覆盖范围广，因此可以有效增加系统作用距离，本

文提出的定位方法主要适用于此类无源雷达系统 .
针对运动目标最常使用的观测量是联合到达时间

（Time Of Arrival，TOA）/到达频率（Frequency Of Arrival，
FOA）或者联合到达时间差（Time Difference Of Arrival，
TDOA）/到达频率差（Frequency Difference Of Arrival，
FDOA），通过互模糊函数方法［9］或者最大似然（Maxi⁃
mum Likelihood，ML）方法［10］可以联合估计这些时频观

测量，其中时域观测量可以转化为距离（差/和），频域观

测量可以转化为距离变化率（差/和）.
对于星载或者机载接收平台而言，往往用于对地面

目标进行定位，此时若能将地球椭圆方程作为先验条件，

则将有利于提高目标定位精度 . 文献［11］对地球椭圆约

束的作用进行了定量分析，其结果表明，该二次等式约束

对于提高目标定位精度至关重要 . 文献［12］提出了双星

对地面辐射源的TOA/FOA定位方法，该方法通过求解一

元多项式的根获得目标位置坐标、信号发射时间以及信

号频率的闭式解 . 文献［13］提出了基于多星观测平台的

地面静止辐射源TDOA定位方法，文献［14，15］提出了基

于多星观测平台的地面运动辐射源TDOA/FDOA定位方

法，均能在地心地固坐标系下获得渐近统计有效的定位

结果 . 文献［16］提出了基于无人机观测平台的地面辐射

源定位方法，不仅利用了TDOA/FDOA观测量，还新增多

普勒变化率观测量以提高定位精度 . 另一方面，对于地面

运动目标而言，除了其位置向量需要服从二次等式约束

外，速度向量同样也应服从特定等式约束，文献［17，18］
提出了地面辐射源位置/速度服从双重二次等式约束条件

下的TDOA/FDOA定位方法，文献［19］针对基于星载或者

机载外辐射源的雷达系统，提出了目标位置/速度向量服

从双重二次等式约束的定位方法，这3种定位方法均属于

闭式解型方法，在小观测误差条件下都具有渐近统计有

效性 .
针对文献［19］中研究的雷达系统，本文提出了一种

新的无线静默运动目标定位方法，新方法的主要特征在

于，实现了目标位置向量与速度向量的解耦合估计，其中

仅需对目标位置向量进行迭代计算，而目标速度向量是

以闭式解的形式给出，因此减少了对迭代初始值的影响

以及局部收敛的风险 . 此外，该文还在双重二次等式约束

条件下推导了运动目标定位的克拉美罗界（Cramér-Rao 
Bound，CRB），并且结合一阶误差分析与拉格朗日乘子法

证明新方法具有渐近统计有效性 . 仿真实验验证了新方

法的优越性和文中理论性能分析的有效性 .
2　定位观测模型与问题形成

在描述定位观测模型之前，首先需要指出本文的

位置向量与速度向量均是在地心地固坐标系（Earth-

Centered Earth-Fixed，ECEF）下度量的 .
如图1所示，考虑某个基于星载或者机载外辐射源的

雷达系统，其可用于对地面目标进行定位，该系统共包含

M个外辐射源与N个接收机，其中第m个外辐射源的位置

向 量 记 为 u(i)
m = ( )x(i)

m y(i)
m z (i)

m

T
，速 度 向 量 记 为 u̇(i)

m =

( )ẋ(i)
m ẏ(i)

m ż
(i)
m

T
，第 n 个 接 收 机 的 位 置 向 量 记 为 u(r)

n =

( )x(r)
n y

(r)
n z

(r)
n

T
，速度向量记为 u̇(r)

n = ( )ẋ(r)
n ẏ

(r)
n ż

(r)
n

T. 本文假设

外辐射源与接收机的位置向量与速度向量精确已知 .
假设地球表面存在一个待定位的运动目标，其位置

向 量 记 为 u(t)= ( )x(t)y(t)z(t) T
，速 度 向 量 记 为 u̇(t)=

( )ẋ(t)ẏ(t)ż(t) T
，并令 u͂(t)=[(u(t) )T (u̇(t) )T ]T表示目标位置/速度
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向量 . 由于目标位于地球表面，不失一般性，假设其为零

高程，此时根据文献［20］可以将目标位置向量u(t)表示为

u(t)=
é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úúú
ú

ú

úcos(β)cos(θ)

cos(β)sin(θ)

(1 - e2 )sin(β)

re

1 - e2 (sin(β))2
（1）

式（1）中，θ表示经度；β表示纬度；re = 6 378.137 km 表

示地球赤道半径；e = 0.081 819 790 992 113表示地球第

一偏心率 . 基于式（1）可以得到如下等式约束［14］：
h1 (u͂(t) )= (u(t) )TΛu(t)= r 2

e （2）
式（2）中，Λ = diag{11 1

1 - e2 }. 另一方面，当目标在地

球表面运动时，其速度向量也需要服从等式约束，将式

（2）两边对时间求导可以得到如下约束关系式［19］：
h2 (u͂(t) )= (u̇(t) )TΛu(t)= 0 （3）

在基于外辐射源的雷达系统中，每个接收机通过

“时延 -多普勒”处理可以获得关于运动目标的 M 个

TDOA 观测量与 M 个 FDOA 观测量 . 与辐射源定位体

制不同，这里的 TDOA 是指外辐射源信号经过目标反

射后到达接收机的回波信号与直达波信号的时间差，

在收发两端位置精确已知的条件下，直达波信号的传

播时间也是已知的，此时 TDOA 观测量可以转化为外

辐射源与目标之间的距离与接收机与目标之间的距

离之和（下文简称距离和），同理 FDOA 可以转化为距

离和变化率 . 不妨将第 n 个接收机获得的对应于第 m

个外辐射源的距离和与距离和变化率分别记为 dmn 与

ḋmn，则有

dmn = d (i)
m + d (r)

n ；ḋmn =
ddmn

dt
= ḋ (i)

m + ḋ (r)
n （4）

式（4）中，d (i)
m = ||u(t)- u(i)

m ||2表示目标与第m个外辐射源之

间的距离；d (r)
n = ||u(t)- u(r)

n ||2 表示目标与第 n 个接收机之

间的距离；ḋ (i)
m =

dd (i)
m

dt
=

(u̇(t)- u̇(i)
m )T (u(t)- u(i)

m )

d (i)
m

表示目标与

第 m 个外辐射源之间的距离变化率；ḋ (r)
n =

dd (r)
n

dt
=

(u̇(t)- u̇(r)
n )T (u(t)- u(r)

n )

d (r)
n

表示目标与第 n个接收机之间的距

离变化率 .
实际中得到的距离和与距离和变化率的观测量都

是含有观测误差的，相应的观测模型如式（5）所示：

d̂mn = dmn + ξmn1；d̂̇mn = ḋmn + ξmn2 （5）
式（5）中，ξmn1与 ξmn2分别表示距离和观测误差与距离和

变化率观测误差 . 若将第 n 个接收机所获得的全部观

测量合并成向量形式可得

d̂͂n =
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úd̂n

d̂̇n

= d͂n + ξ͂n = fn (u͂(t) )+ ξ͂n (1 ≤ n ≤ N ) （6）
式（6）中，dn = ( )d1n d2n dMn

T
表示没有误差的距离和观

测向量；d̂n = ( )d̂1n d̂2n d̂Mn

T

表示含有误差的距离和观

测向量；ḋn = ( )ḋ1n ḋ2n ḋMn

T
表示没有误差的距离和变

化率观测向量；d̂̇n = ( )d̂̇1n d̂̇2n d̂̇Mn

T

表示含有误差的距

离和变化率观测向量；ξn1 = ( )ξ1n1 ξ2n1 ξMn1

T
表示距离和

观测误差向量；ξn2 = ( )ξ1n2 ξ2n2 ξMn2

T
表示距离和变化率

观测误差向量；d͂n =[d T
n  ḋ T

n ]T = fn (u͂(t) )表示没有误差并且与

第n个接收机相关的全部观测向量；fn (u͂(t) )表示由式（4）确
定的非线性函数；ξ͂n =[ξ T

n1 ξ
T
n2 ]T表示与第n个接收机相关的

观测误差向量，假设其服从均值为零、协方差矩阵为Σn =
E[ξ͂n ξ͂

T
n ]的高斯分布，并且观测误差向量 ξ͂n1

与 ξ͂n2
（其中

n1 ¹ n2）之间相互统计独立. 为了利用全部观测量进行定位，

需要将式（6）中的N组等式进行合并可得

τ̂͂J =[d̂͂ T
1  d̂͂ T

2   d̂͂ T
N ]T = τ͂J + ξ͂J = fJ (u͂(t) )+ ξ͂J （7）

式（7）中，

ì
í
î

ïï
ïï

τ͂J = fJ (u͂(t) )=[d͂ T
1  d͂ T

2   d͂ T
N ]T；ξ͂J =[ξ͂ T

1  ξ͂ T
2   ξ͂ T

N ]T

fJ (u͂(t) )=[( f1 (u͂(t) ))T ( f2 (u͂(t) ))T  ( fN (u͂(t) ))T ]T
（8）

观测误差向量 ξ͂J服从均值为零、协方差矩阵为ΣJ =

E[ξ͂J ξ͂
T
J ]= blkdiag{Σ1 Σ2 ΣN }的高斯分布 .

3　克拉美罗界分析

3. 1　无等式约束条件下的克拉美罗界表达式

在本文的定位模型中，未知参数为向量 u͂(t)，观测量

为向量 τ̂͂J，相应的对数似然函数为

ln[pr (τ̂͂J|u͂
(t) )]=C -

1
2

[τ̂͂J - fJ (u͂(t) )]TΣ -1
J [τ̂͂J - fJ (u͂(t) )]   （9）

式（9）中，ΣJ 表示观测误差向量 ξ͂J 的协方差矩阵，其具
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图1　本文的定位几何场景示意图
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有块状对角结构；C表示与参数向量 u͂(t)无关的常数 . 在

无等式约束条件下，基于式（9）可以得到关于向量 u͂(t)的

CRB表达式，如式（10）所示：

CRB(u͂(t) )= (E
é

ë

ê
êê
ê¶ ln[pr (τ̂͂J|u͂

(t) )]

¶u͂(t)

¶ ln[pr (τ̂͂J|u͂
(t) )]

(¶u͂(t) )T

ù

û

ú
úú
ú ) -1

= ([FJ (u͂(t) )]TΣ -1
J FJ (u͂(t) )) -1

（10）

式（10）中，

FJ (u͂(t) )=
¶fJ (u͂(t) )

¶(u͂(t) )T

=[(F1 (u͂(t) ))T (F2 (u͂(t) ))T  (FN (u͂(t) ))T ]T

（11）
其中，Fn (u͂(t) )=

¶fn (u͂(t) )

¶(u͂(t) )T
为Jacobian矩阵，相应的表达式为

Fn (u͂(t) )=
é

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
ú[ρ(i)

1  ρ(i)
2   ρ(i)

M ]T + 1M (ρ(r)
n )T OM ´ 3

[Π^ [ρ(i)
1 ]η(i)

1  Π^ [ρ(i)
2 ]η(i)

2   Π^ [ρ(i)
M ]η(i)

M ]T + 1M (Π^ [ρ(r)
n ]η(r)

n )T [ρ(i)
1  ρ(i)

2   ρ(i)
M ]T + 1M (ρ(r)

n )T （12）
式（12）中，

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ρ(i)
m =

u(t)- u(i)
m

||u(t)- u(i)
m ||2

；ρ(r)
n =

u(t)- u(r)
n

||u(t)- u(r)
n ||2

η(i)
m =

u̇(t)- u̇(i)
m

||u(t)- u(i)
m ||2

；η(r)
n =

u̇(t)- u̇(r)
n

||u(t)- u(r)
n ||2

Π^ [ρ(i)
m ]= I3 -

(u(t)- u(i)
m )(u(t)- u(i)

m )T

||u(t)- u(i)
m ||2

2

Π^ [ρ(r)
n ]= I3 -

(u(t)- u(r)
n )(u(t)- u(r)

n )T

||u(t)- u(r)
n ||2

2

（13）
将式（11）代入式（10）中，并利用 ΣJ 的块状对角结

构可得

CRB(u͂(t) )= (∑n = 1

N

[Fn (u͂(t) )]TΣ -1
n Fn (u͂(t) )) -1

（14）
由该式可知，随着接收机个数N的增加，CRB的值

trace[CRB(u͂(t) )]会单调下降 .

3. 2　含有等式约束条件下的克拉美罗界表达式

结合式（2）与式（3）可知，向量 u͂(t)需要满足双重等

式约束 h(u͂(t) )=
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úh1 (u͂(t) )

h2 (u͂(t) )
= é

ë
êêêê ù

û
úúúúr 2

e

0
，根据文献［21］中的结

论可知，在等式约束条件下关于向量 u͂(t)的CRB表达式

如式（15）：
CRB(c) (u͂(t) )=CRB(u͂(t) )-CRB(u͂(t) )[H (u͂(t) )]T

[́H (u͂(t) )CRB(u͂(t) )(H (u͂(t) ))T ]-1

´H (u͂(t) )CRB(u͂(t) )

（15）

式（16）中，

H (u͂(t) )=
¶h(u͂(t) )

¶(u͂(t) )T
=

é

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
ú2(u(t) )TΛ 0T

3

(u̇(t) )TΛ (u(t) )TΛ
（16）

式（15）中的上角标 c表示含有等式约束的CRB. 不

难验证，式（15）右侧第 2 项是半正定矩阵，于是有

trace[CRB(c) (u͂(t) )]≤ trace[CRB(u͂(t) )]，即等式约束有助于

提高参数估计精度，并且估计MSE的性能增益（定义为

Pg）由此半正定矩阵所确定，如式（17）所示：

Pg = trace[CRB(u͂(t) )[H (u͂(t) )]T [H (u͂(t) )CRB(u͂(t) )(H (u͂(t) ))T ]-1 H (u͂(t) )CRB(u͂(t) )] （17）
另一方面，由于本文新考虑了关于目标速度的约

束（即式（3）），下面给出目标速度约束所带来的性能增

益 . 首先在仅有式（2）作为等式约束的条件下，相比于

无等式约束时的性能增益应为

Pg0 = trace
é

ë

ê
êê
êCRB(u͂(t) )[H (u͂(t) )]T i (1)

2 (i (1)
2 )T H (u͂(t) )CRB(u͂(t) )

(i (1)
2 )T H (u͂(t) )CRB(u͂(t) )[H (u͂(t) )]T i (1)

2

ù

û

ú
úú
ú

（18）
式（18）中，i (1)

2 表示单位矩阵 I2 中的第 1 列向量 . 因此，

由目标速度约束所产生的性能增益等于
DP = Pg - Pg0

= trace[CRB(u͂(t) )[H (u͂(t) )]T XH (u͂(t) )CRB(u͂(t) )]
（19）

式（20）中，
X =[H (u͂(t) )CRB(u͂(t) )(H (u͂(t) ))T ]-1/2

´Π^ [[H (u͂(t) )CRB(u͂(t) )(H (u͂(t) ))T ]1/2 i (1)
2 ]

[́H (u͂(t) )CRB(u͂(t) )(H (u͂(t) ))T ]-1/2

（20）

其中，

Π^ [[H (u͂(t) )CRB(u͂(t) )(H (u͂(t) ))T ]1/2 i (1)
2 ]= I2 -

[H (u͂(t) )CRB(u͂(t) )(H (u͂(t) ))T ]1/2 i (1)
2 (i (1)

2 )T [H (u͂(t) )CRB(u͂(t) )(H (u͂(t) ))T ]1/2

(i (1)
2 )T H (u͂(t) )CRB(u͂(t) )[H (u͂(t) )]T i (1)

2

（21）
利用正交投影矩阵的半正定性可得 X ≥ O，于是由

式（19）可知DP ≥ 0.
4　新方法的基本原理

4. 1　新方法的总体描述

新方法的目的是获得目标位置向量u(t)与目标速度

向量 u̇(t)的渐近统计有效估计值，并且保持较高的误差阈

值 . 由于观测模型式（4）具有较强的非线性特性，文中首

先通过引入辅助变量获得关于式（4）的伪线性观测方

程 . 注意到辅助变量虽然是关于目标位置向量u(t)的非

线性函数，但却是关于目标速度向量 u̇(t)的线性函数，考

虑到等式约束式（3）也是关于目标速度向量 u̇(t)的线性约

束，利用此代数特性，新方法将致力于实现对目标位置

向量与速度向量的解耦合参数估计 . 另一方面，由于等
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式约束的存在，文中提出利用拉格朗日乘子法实现解耦

合优化，仅需要对目标位置向量进行迭代计算，因而减

少了参与迭代的变量维数，并降低了局部收敛的风险 .
4. 2　新方法的数学推导

4. 2. 1　伪线性观测方程

本小节将推导伪线性观测方程，为此引入辅助变量 .
根据式（4）中的第 1式可知，当m ≥ 2时可以得到如下关

系式：
dmn - d1n = ||u(t)- u(i)

m ||2 - ||u(t)- u(i)
1 ||2

Þ (dmn - d1n + ||u(t)- u(i)
1 ||2 )2 = ||u(t)- u(i)

m ||2
2

Þ 2(u(i)
m - u(i)

1 )Tu(t)+ 2(dmn - d1n )||u(t)- u(i)
1 ||2

= ||u(i)
m ||2

2 - ||u(i)
1 ||2

2 - (dmn - d1n )2 2 ≤ m ≤ M

（22）

当m = 1时，可以得到如下关系式：
d1n = ||u(t)- u(i)

1 ||2 + ||u(t)- u(r)
n ||2

Þ (d1n - ||u(t)- u(i)
1 ||2 )2 = ||u(t)- u(r)

n ||2
2

Þ 2(u(r)
n - u(i)

1 )Tu(t)- 2d1n||u
(t)- u(i)

1 ||2

= ||u(r)
n ||2

2 - ||u(i)
1 ||2

2 - d 2
1n

（23）
将式（22）与式（23）中共 M 个等式进行合并，并写

成矩阵形式可以得到如下伪线性观测方程：

An1
é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

u(t)

||u(t)- u(i)
1 ||2

= bn1

（24）
式（24）中，

                                  An1 =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú
2(u(r)

n - u(i)
1 )T -2d1n

2(u(i)
2 - u(i)

1 )T 2(d2n - d1n )

2(u(i)
3 - u(i)

1 )T 2(d3n - d1n )

 
2(u(i)

M - u(i)
1 )T 2(dMn - d1n )

； bn1 =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú
||u(r)

n ||2
2 - ||u(i)

1 ||2
2 - d 2

1n

||u(i)
2 ||2

2 - ||u(i)
1 ||2

2 - (d2n - d1n )2

||u(i)
3 ||2

2 - ||u(i)
1 ||2

2 - (d3n - d1n )2


||u(i)

M||2
2 - ||u(i)

1 ||2
2 - (dMn - d1n )2

（25）

式（22）~（25）中仅利用了距离和观测信息，为

了利用距离和变化率观测信息，可以分别将式（22）
与式（23）两边对时间求导，从而得到下面两个关

系式：
(u̇(i)

m - u̇(i)
1 )Tu(t)+ (u(i)

m - u(i)
1 )T

u̇(t)+ (ḋmn - ḋ1n )||u(t)- u(i)
1 ||2

         +(dmn - d1n )
(u(t)- u(i)

1 )T (u̇(t)- u̇(i)
1 )

||u(t)- u(i)
1 ||2

      = (u(i)
m )Tu̇(i)

m - (u(i)
1 )Tu̇(i)

1

         -(dmn - d1n )(ḋmn - ḋ1n ) 
2 ≤ m ≤ M

（26）

(u̇(r)
n - u̇(i)

1 )Tu(t)+ (u(r)
n - u(i)

1 )Tu̇(t)- ḋ1n||u
(t)- u(i)

1 ||2

-d1n

(u(t)- u(i)
1 )T (u̇(t)- u̇(i)

1 )

||u(t)- u(i)
1 ||2

= (u(r)
n )Tu̇(r)

n - (u(i)
1 )Tu̇(i)

1 - d1n ḋ1n

（27）

将式（26）与式（27）中共 M 个等式进行合并，并写

成矩阵形式可以得到如下伪线性观测方程：

An2

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú
u(t)

||u(t)- u(i)
1 ||2

u̇(t)

(u(t)- u(i)
1 )T (u̇(t)- u̇(i)

1 )

||u(t)- u(i)
1 ||2

= bn2 （28）

式（28）中，

             An2 =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úúú
ú

ú

ú

ú

ú
(u̇(r)

n - u̇(i)
1 )T -ḋ1n (u(r)

n - u(i)
1 )T -d1n

(u̇(i)
2 - u̇(i)

1 )T ḋ2n - ḋ1n (u(i)
2 - u(i)

1 )T d2n - d1n

(u̇(i)
3 - u̇(i)

1 )T ḋ3n - ḋ1n (u(i)
3 - u(i)

1 )T d3n - d1n

   

(u̇(i)
M - u̇(i)

1 )T ḋMn - ḋ1n (u(i)
M - u(i)

1 )T dMn - d1n

；bn2 =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úúú
ú

ú

ú

ú

ú
(u(r)

n )Tu̇(r)
n - (u(i)

1 )Tu̇(i)
1 - d1n ḋ1n

(u(i)
2 )Tu̇(i)

2 - (u(i)
1 )Tu̇(i)

1 - (d2n - d1n )(ḋ2n - ḋ1n )

(u(i)
3 )Tu̇(i)

3 - (u(i)
1 )Tu̇(i)

1 - (d3n - d1n )(ḋ3n - ḋ1n )



(u(i)
M )Tu̇(i)

M - (u(i)
1 )Tu̇(i)

1 - (dMn - d1n )(ḋMn - ḋ1n )

（29）

将式（24）与式（28）合并，能得到同时利用距离和与

距离和变化率观测量的伪线性观测方程，如式（30）所示：

Anθ = bn 1 ≤ n ≤ N （30）
式（30）中，

An =
é
ë
êêêê ù

û
úúúúAn1 OM ´ 4

An2

bn =
é
ë
êêêê ù

û
úúúúbn1

bn2

θ =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú
u(t)

||u(t)- u(i)
1 ||2

u̇(t)

(u(t)- u(i)
1 )T (u̇(t)- u̇(i)

1 )

||u(t)- u(i)
1 ||2

（31）

接着将式（30）中的 N 个伪线性观测方程进行合

并，得到如下扩维的伪线性观测方程：

AJθ = bJ （32）
式（32）中，AJ =[AT

1 AT
2  AT

N ]T，bJ =[bT
1 bT

2  bT
N ]T. 由于

AJ ÎR2MN ´ 8，当MN ≥ 4时，利用式（32）可知

θ =A†
J bJ = (AT

J AJ )-1 AT
J bJ （33）

注释 1 向量θ中的第 4个分量 ||u(t)- u(i)
1 ||2与第 8个

分量
(u(t)- u(i)

1 )T (u̇(t)- u̇(i)
1 )

||u(t)- u(i)
1 ||2

均可以理解为是辅助变量，由

于这两个辅助变量的引入，不难发现向量θ是关于目标
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位置/速度向量 u͂(t)=[(u(t) )T (u̇(t) )T ]T 的非线性函数 . 另一

方面，如果将目标位置向量与速度向量独立看待，则向

量 θ仍然是关于目标位置向量 u(t)的非线性函数，但却

是关于目标速度向量 u̇(t)的线性函数，而此代数特性正

是文中定位方法的前提基础 .
4. 2. 2　针对伪线性观测方程的一阶误差分析

将含有观测误差的观测矩阵{An }1 ≤ n ≤ N 与观测

向 量 {bn }1 ≤ n ≤ N 分 别 记 为 {Ân }1 ≤ n ≤ N 与 {b̂n }1 ≤ n ≤ N，则

利 用 一 阶 误 差 分 析 方 法 可 以 得 到 如 下 误 差 表

达式：

DAn = Ân -An  ∑
m = 1

M

Ȧmn1ξmn1 + ∑
m = 1

M

Ȧmn2ξmn2 （34）

Dbn = b̂n - bn Bn1ξn1 +Bn2ξn2 = B͂n ξ͂n （35）
式（35）中，B͂n =[Bn1 Bn2 ].

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

Ȧmn1 =
¶An

¶dmn

=
é

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
ú-21M (i (4)

8 )T

-1M (i (8)
8 )T ；Ȧmn2 =

¶An

¶ḋmn

= é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

OM ´ 8

-1M (i (4)
8 )T  m = 1

Ȧmn1 =
¶An

¶dmn

=
é

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
ú2i (m)

M (i (4)
8 )T

i (m)
M (i (8)

8 )T ；Ȧmn2 =
¶An

¶ḋmn

= é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

OM ´ 8

i (m)
M (i (4)

8 )T  2 ≤ m ≤ M

（36）

Bn1 =
¶bn

¶d T
n
=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
-2d1n 0 0  0

2(d2n - d1n ) 2(d1n - d2n ) 0  0

2(d3n - d1n ) 0 2(d1n - d3n )  

    0
2(dMn - d1n ) 0  0 2(d1n - dMn )

-ḋ1n 0 0  0

ḋ2n - ḋ1n ḋ1n - ḋ2n 0  0

ḋ3n - ḋ1n 0 ḋ1n - ḋ3n  
    0

ḋMn - ḋ1n 0  0 ḋ1n - ḋMn

（37）

Bn2=
¶bn

¶ḋ T
n

=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úúú
ú

ú

ú

ú

ú
OM´M

-d1n 0 0  0

d2n-d1n d1n-d2n 0  0

d3n-d1n 0 d1n-d3n  
    0

dMn-d1n 0  0 d1n-dMn

（38）

其中，i (4)
8 和 i (8)

8 分别表示单位矩阵 I8 中的第 4 列向量和

第8列向量 .
结合式（34）与式（35）可以将伪线性观测方程式（30）

中的误差向量表示为

ψn = b̂n - Ânθ = Dbn - DAnθ Wn ξ͂n (1 ≤ n ≤ N ) （39）
式（39）中，

Wn = B͂n -[ Ȧ1n1θ Ȧ2n1θ  ȦMn1θ Ȧ1n2θ Ȧ2n2θ  ȦMn2θ ]

（40）
若将式（39）中的N个等式进行合并，则可以得到扩

维伪线性观测方程式（32）中的误差向量，如式（41）所示：

ψJ =[ψ T
1  ψ T

2   ψ T
N ]T = b̂J - ÂJθ WJ ξ͂J （41）

其中，

ì
í
î

ïï
ïï

b̂J =[b̂T
1 b̂T

2  b̂T
N ]T；ÂJ =[ÂT

1 ÂT
2  ÂT

N ]T

WJ = blkdiag{W1 W2 WN }
（42）

由式（41）可知，误差向量ψJ 渐近服从零均值的高

斯分布，并且其协方差矩阵为
ΦJ =COV(ψJ )WJΣJW

T
J

= blkdiag{W1Σ1W
T

1 W2Σ2W
T

2 WNΣNW T
N }
（43）

协方差矩阵ΦJ的表达式对获得渐近统计最优估计

值至关重要 .
4. 2. 3　定位优化准则与优化算法

（1）　定位优化准则

结合式（2）、式（3）、式（41）及式（43）可以构建估计

目标位置向量u(t)与速度向量 u̇(t)（亦即目标位置/速度向

量 u͂(t)）的优化准则，如式（44）所示：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

min
u(t)u̇(t)

{ĝa (u(t)u̇(t) )}= min
u(t)u̇(t)

{||Φ-1/2
J b̂J -Φ

-1/2
J ÂJθ||2

2 }

s.t. (u(t) )TΛu(t)= r 2
e

        (u̇(t) )TΛu(t)= 0

（44）

不难看出，式（44）是关于目标位置/速度向量 u͂(t)的

非凸二次等式约束优化问题，其闭式解难以获得，通常

需要迭代求解 . 直接对式（44）进行求解需要同时获得

目标位置向量u(t)与速度向量 u̇(t)的迭代初始值，由于其
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变量空间的维数较高，容易出现迭代发散和局部收敛

现象，为此，下面提出一种目标位置向量u(t)与速度向量

u̇(t)的解耦合优化算法，其中仅需对目标位置向量u(t)进

行迭代计算即可，从而降低了出现迭代发散与局部收

敛的风险，提高了优化算法的稳健性 .
根据前面的讨论可知，向量θ是关于速度向量 u̇(t)的

线性函数，而式（44）中的等式约束也是关于速度向量 u̇(t)

的线性约束，因此能够获得关于向量 u̇(t)的最优闭式解 .
首先基于向量θ的代数结构可以将矩阵 ÂJ进行如下分块：

ÂJ =
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê
ÂJ1

2MN ´ 3
âJ2

2MN ´ 1
ÂJ3

2MN ´ 3
âJ4

2MN ´ 1

ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

（45）
此时结合式（31）与式（45）可得

b̂J - ÂJθ = ĉJ (u(t) )- D̂J (u(t) )u̇(t) （46）
其中，

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

ĉJ (u(t) )= b̂J +
âJ4 (u(t)- u(i)

1 )T

||u(t)- u(i)
1 ||2

u̇(i)
1 - ÂJ1u(t)- âJ2||u

(t)- u(i)
1 ||2

D̂J (u(t) )= ÂJ3 +
âJ4 (u(t)- u(i)

1 )T

||u(t)- u(i)
1 ||2

（47）
因此，可以建立仅关于目标速度向量 u̇(t)的约束优

化问题，如式（48）所示：

ì
í
î

ïï

ïïïï

min
u̇(t)

{ĝb (u̇(t) )}= min
u̇(t)

{||Φ-1/2
J ĉJ (u(t) )-Φ-1/2

J D̂J (u(t) )u̇(t)||2
2 }

s.t. (u̇(t) )TΛu(t)= 0

（48）
这是一个含有线性等式约束的二次优化问题，能

够获得其最优闭式解，如式（49）所示：

u̇(t)
dpe = ( I3 -

[(D̂J (u(t) ))TΦ-1
J D̂J (u(t) )]-1Λu(t) (u(t) )TΛ

(u(t) )TΛ[(D̂J (u(t) ))TΦ-1
J D̂J (u(t) )]-1Λu(t) )

[́Φ-1/2
J D̂J (u(t) )]†Φ-1/2

J ĉJ (u(t) )

（49）

接着将式（49）代回式（44）中的目标函数，并且结

合式（46）可得仅关于目标位置向量 u(t) 的约束优化问

题，如式（50）所示：

ì
í
î

ïï

ïï

min
u(t)

{ĝc (u(t) )}= min
u(t)

{||ĝJ (u(t) )||2
2 }

s.t. (u(t) )TΛu(t)= r 2
e

（50）
其中，

ĝJ (u(t) )=Φ-1/2
J ĉJ (u(t) )-Φ-1/2

J D̂J (u(t) )u̇(t)
dpe

=Π^ [Φ-1/2
J D̂J (u(t) )]Φ-1/2

J ĉJ (u(t) )

+Φ-1/2
J D̂J (u(t) )

[(D̂J (u(t) ))TΦ-1
J D̂J (u(t) )]-1Λu(t) (u(t) )TΛ

(u(t) )TΛ[(D̂J (u(t) ))TΦ-1
J D̂J (u(t) )]-1Λu(t)

[́(D̂J (u(t) ))TΦ-1
J D̂J (u(t) )]-1 [D̂J (u(t) )]TΦ-1

J ĉJ (u(t) )

（51）

其中，

Π^ [Φ-1/2
J D̂J (u(t) )]= I2MN -Φ

-1/2
J D̂J (u(t) )

[́(D̂J (u(t) ))TΦ-1
J D̂J (u(t) )]-1 [D̂J (u(t) )]TΦ-1/2

J

（52）
需要指出的是，由于速度向量 u̇(t)已经不会在式（50）

中出现了，此时无需再考虑式（44）中的第2个等式约束了 .
（2）　优化算法

下面描述求解式（50）的优化算法 . 首先构造关于

式（50）的拉格朗日函数为

Lc (u(t)λc )= ||ĝJ (u(t) )||2
2 + λc [(u(t) )TΛu(t)- r 2

e ] （53）
式中 λc 表示拉格朗日乘子 . 将向量u(t)与标量 λc 的最优

解分别记为 û(t)
dpe与 λ̂cdpe，则有

¶Lc (u(t)λc )

¶u(t)
| u(t)= û(t)

dpe

λc = λ̂cdpe

=Ñĝc (û(t)
dpe )+ 2λ̂cdpeΛû(t)

dpe = 03（54）
¶Lc (u(t)λc )

¶λc

| u(t)= û(t)
dpe

λc = λ̂cdpe

= (û(t)
dpe )TΛû(t)

dpe - r 2
e = 0 （55）

其中，Ñĝc (u(t) )表示函数 ĝc (u(t) )的梯度向量，其表达式为

Ñĝc (u(t) )= 2[ĜJ (u(t) )]T ĝJ (u(t) ) （56）
其中，ĜJ (u(t) )=

¶ĝJ (u(t) )

¶(u(t) )T
表示向量函数 ĝJ (u(t) ) 的 Jaco⁃

bian矩阵 . 联合式（54）与式（55）即可得到关于向量 û(t)
dpe

与标量 λ̂cdpe的非线性方程组，不妨定义如下向量函数：

ĝ̄J (u(t)λc )=
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úÑĝc (u(t) )+ 2λcΛu(t)

(u(t) )TΛu(t)- r 2
e

（57）
则该非线性方程组可以表示为 ĝ̄J (u(t)λc )= 04，求解

式（50）等价于求解此非线性方程组 .
为了获得二次收敛速度，本文采用牛顿算法求解

非线性方程组 ĝ̄J (u(t)λc )= 04，其迭代公式如下：

é

ë
êêêê

ù

û
úúúú

û(t)
k + 1

λ̂ck + 1

=
é

ë
êêêê

ù

û
úúúú

û(t)
k

λ̂ck

-[Ĝ̄J (û(t)
k λ̂ck )]-1 ĝ̄J (û(t)

k λ̂ck )

（58）
式（58）中，

é

ë
êêêê

ù

û
úúúú

û(t)
k

λ̂ck

与
é

ë
êêêê

ù

û
úúúú

û(t)
k + 1

λ̂ck + 1

分别表示第 k 次与第 k + 1 次

迭代结果；矩阵 Ĝ̄J (û(t)
k λ̂ck )的表达式为

Ĝ̄J (û(t)
k λ̂ck )=

é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úÑ2 ĝc (û(t)

k )+ 2λ̂ckΛ 2Λû(t)
k

2(û(t)
k )TΛ 0

（59）
其中，Ñ2 ĝc (u(t) )表示函数 ĝc (u(t) )的 Hessian 矩阵，基于

式（56）可以得到其表达式为

Ñ2 ĝc (u(t) )= 2[ĜJ (u(t) )]TĜJ (u(t) )

+2[ĝJ (u(t) )⊗ I3 ]T ¶vec[(ĜJ (u(t) ))T ]

¶(u(t) )T

（60）

为了进一步简化计算，下面结合式（57）~（59）推导迭

代值 û(t)
k + 1与 λ̂ck + 1各自的表达式 . 首先将式（57）与式（59）

代入式（58）中可知
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é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úÑ2 ĝc (û(t)

k )+ 2λ̂ckΛ 2Λû(t)
k

2(û(t)
k )TΛ 0

é

ë
êêêê

ù

û
úúúú

û(t)
k + 1 - û(t)

k

λ̂ck + 1 - λ̂ck

=-
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úÑĝc (û(t)

k )+ 2λ̂ckΛû(t)
k

(û(t)
k )TΛû(t)

k - r 2
e

（61）

由式（61）可以进一步推得

[Ñ2 ĝc (û(t)
k )+2λ̂ckΛ](û(t)

k + 1 -û(t)
k )+2λ̂ck + 1Λû(t)

k =-Ñĝc (û(t)
k )   （62）

(û(t)
k )TΛ(û(t)

k + 1 - û(t)
k )=

1
2

[r 2
e - (û(t)

k )TΛû(t)
k ] （63）

将式（62）两边同时乘以向量 (û(t)
k )TΛ[Ñ2 ĝc (û(t)

k )+

2λ̂ckΛ]-1可知

(û(t)
k )TΛ(û(t)

k + 1 - û(t)
k )+ 2λ̂ck + 1 (û(t)

k )TΛ[Ñ2 ĝc (û(t)
k )+ 2λ̂ckΛ]-1Λû(t)

k

=-(û(t)
k )TΛ[Ñ2 ĝc (û(t)

k )+ 2λ̂ckΛ]-1Ñĝc (û(t)
k )

（64）
接着将式（63）代入式（64）中可得

λ̂ck + 1 =
(û(t)

k )TΛû(t)
k - r 2

e

4(û(t)
k )TΛ[Ñ2 ĝc (û(t)

k )+ 2λ̂ckΛ]-1Λû(t)
k

-
2(û(t)

k )TΛ[Ñ2 ĝc (û(t)
k )+ 2λ̂ckΛ]-1Ñĝc (û(t)

k )

4(û(t)
k )TΛ[Ñ2 ĝc (û(t)

k )+ 2λ̂ckΛ]-1Λû(t)
k

   （65）

而由式（62）可知

û(t)
k + 1 = û(t)

k -[Ñ2 ĝc (û(t)
k )+ 2λ̂ckΛ]-1

[́Ñĝc (û(t)
k )+ 2λ̂ck + 1Λû(t)

k ]
（66）

式（65）与式（66）即为求解式（50）的牛顿迭代公

式，其收敛值 û(t)
dpe = lim

k®+¥
û(t)

k 就是最终的目标位置向量估

计值 . 最后将目标位置向量估计值 û(t)
dpe 代入式（49）中

即可得到目标速度向量估计值，如式（67）所示：

û̇(t)
dpe = ( I3 -

[(D̂J (û(t)
dpe ))TΦ-1

J D̂J (û(t)
dpe )]-1Λû(t)

dpe (û(t)
dpe )TΛ

(û(t)
dpe )TΛ[(D̂J (û(t)

dpe ))TΦ-1
J D̂J (û(t)

dpe )]-1Λû(t)
dpe )

[́(D̂J (û(t)
dpe ))TΦ-1

J D̂J (û(t)
dpe )]-1 [D̂J (û(t)

dpe )]TΦ-1
J ĉJ (û(t)

dpe )

（67）
关于文中提出的定位新方法有如下两点说明：

注释 2 尽管优化模型式（44）与文献［17］中的优

化模型式（5）以及文献［18］中的优化模型式（13）具有

类似的结构，但是本文的新方法与它们之间存在两点

显著差异：（1）文献［17］与文献［18］中的定位方法均属

于辐射源定位体制，而新方法属于无源雷达定位体制，

其用于对无线静默目标进行定位；（2）文献［17］与文献

［18］中的定位方法均属于闭式解型方法，而新方法则

属于迭代型方法，其独特之处在于实现了目标位置与

速度的解耦合优化，在保留迭代型方法具有较高误差

阈值特点的同时，又降低了出现迭代发散与局部收敛

的风险 .
注释3 由式（51）可知

lim
ξ͂J ® 02MN

ĝJ (u(t) )= lim
ξ͂J ® 02MN

Π^ [Φ-1/2
J D̂J (u(t) )]Φ-1/2

J ĉJ (u(t) )+ lim
ξ͂J ® 02MN

Φ-1/2
J D̂J (u(t) )

[(D̂J (u(t) ))TΦ-1
J D̂J (u(t) )]-1Λu(t) (u(t) )TΛu̇(t)

(u(t) )TΛ[(D̂J (u(t) ))TΦ-1
J D̂J (u(t) )]-1Λu(t)

=02MN（68）
式（68）中第 2 个极限等于零利用了式（44）中的

第 2 个 等 式 约 束 . 因 此 ，在 迭 代 初 始 值 û(t)
0 设 置

合 理 的 情 形 下 ，式（60）中 的 右 边 第 2 项 相 比 于

右 边 第 1 项 可 以 近 似 忽 略 ，因 此 可 以 将 Hessian
矩 阵 Ñ2 ĝc (û(t)

k ) 近 似 表 示 为 Ñ2 ĝc (û(t)
k ) »

2[ĜJ (û(t)
k )]TĜJ (û(t)

k ) .
5　新方法的理论性能分析

本节将对定位新方法进行理论性能分析，首先证

明解耦合优化算法所得到的估计值 û͂(t)
dpe =

é

ë
êêêê

ù

û
úúúú

û(t)
dpe

û̇(t)
dpe

是原始

优化问题式（44）的最优解，然后推导估计值 û͂(t)
dpe的估计

MSE，并将其与第 3节给出的 CRB 进行定量比较，用于

验证新方法的渐近统计有效性 .
5. 1　新方法的最优性分析

由上述解耦合优化算法所得到的估计值 û͂(t)
dpe 是优

化问题式（44）的最优解，具体可见如下结论 .
定理1 若将含有双重等式约束的优化问题式（44）

的最优解记为 û͂(t)
opt=

é

ë
êêêê

ù

û
úúúú

û(t)
opt

û̇(t)
opt

，则有 û(t)
opt= û(t)

dpe与 û̇(t)
opt= û̇(t)

dpe.

证明 首先基于式（46）可知

ĝa (u(t)u̇(t) )=[ĉJ (u(t) )- D̂J (u(t) )u̇(t) ]TΦ-1
J

[́ĉJ (u(t) )- D̂J (u(t) )u̇(t) ]
（69）

于是关于优化问题式（44）的拉格朗日函数可以表

示为

La (u(t)u̇(t)λa1 λa2 )

=[ĉJ (u(t) )- D̂J (u(t) )u̇(t) ]TΦ-1
J [ĉJ (u(t) )- D̂J (u(t) )u̇(t) ]

   +λa1 [(u(t) )TΛu(t)- r 2
e ]+ λa2 (u̇(t) )TΛu(t)

（70）
其中，λa1 与 λa2 分别表示拉格朗日乘子，若将它们的最

优解分别记为 λ̂a1opt与 λ̂a2opt，则有

¶La (u(t)u̇(t)λa1 λa2 )

¶u(t)
| u(t)= û(t)

opt

u̇(t)= û̇(t)
opt

λa1 = λ̂a1opt

λa2 = λ̂a2opt

= 2 ( ¶θ
¶(u(t) )T

| u(t)= û(t)
opt

u̇(t)= û̇(t)
opt
) T

ÂT
J Φ

-1
J (ÂJθ̂opt - b̂J )

     +2λ̂a1optΛû(t)
opt + λ̂a2optΛû̇(t)

opt = 03

（71）
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¶La (u(t)u̇(t)λa1 λa2 )

¶u̇(t)
| u(t)= û(t)

opt

u̇(t)= û̇(t)
opt

λa1 = λ̂a1opt

λa2 = λ̂a2opt

= 2[D̂J (û(t)
opt )]TΦ-1

J [D̂J (û(t)
opt )û̇(t)

opt - ĉJ (û(t)
opt )]+ λ̂a2optΛû(t)

opt = 03

（72）
¶La (u(t)u̇(t)λa1 λa2 )

¶λa1

| u(t)= û(t)
opt

u̇(t)= û̇(t)
opt

λa1 = λ̂a1opt

λa2 = λ̂a2opt

= (û(t)
opt )TΛû(t)

opt - r 2
e = 0  （73）

¶La (u(t)u̇(t)λa1 λa2 )
¶λa2

| u(t)= û(t)
opt

u̇(t)= û̇(t)
opt

λa1 = λ̂a1opt

λa2 = λ̂a2opt

= (û̇(t)
opt )TΛû(t)

opt = 0 （74）

其中，

θ̂opt =

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê
(û(t)

opt )T ||û(t)
opt - u(i)

1 ||2 (û̇(t)
opt )T

(û(t)
opt - u(i)

1 )T (û̇(t)
opt - u̇(i)

1 )

||û(t)
opt - u(i)

1 ||2

ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

T

.
由式（72）可得

û̇(t)
opt =[(D̂J (û(t)

opt ))TΦ-1
J D̂J (û(t)

opt )]-1

´ ([D̂J (û(t)
opt )]TΦ-1

J ĉJ (û(t)
opt )-

λ̂a2opt

2
Λû(t)

opt) （75）

将式（75）代入式（74）中可知

λ̂a2opt =
2(û(t)

opt )TΛ[(D̂J (û(t)
opt ))TΦ-1

J D̂J (û(t)
opt )]-1

(û(t)
opt )TΛ[(D̂J (û(t)

opt ))TΦ-1
J D̂J (û(t)

opt )]-1Λû(t)
opt

[́D̂J (û(t)
opt )]TΦ-1

J ĉJ (û(t)
opt )

（76）

接着将式（76）代入式（75）中可得

û̇(t)
opt = ( I3 -

[(D̂J (û(t)
opt ))TΦ-1

J D̂J (û(t)
opt )]-1Λû(t)

opt (û
(t)
opt )TΛ

(û(t)
opt )TΛ[(D̂J (û(t)

opt ))TΦ-1
J D̂J (û(t)

opt )]-1Λû(t)
opt )

[́(D̂J (û(t)
opt ))TΦ-1

J D̂J (û(t)
opt )]-1 [D̂J (û(t)

opt )]TΦ-1
J ĉJ (û(t)

opt )

（77）
另一方面，我们可以得到如下重要关系式：

¶ĝa (u(t)u̇(t) )

¶u(t)
| u(t)= û(t)

opt

u̇(t)= û̇(t)
opt

+ λ̂a2optΛû̇(t)
opt

      = 2[ĜJ (û(t)
opt )]T ĝJ (û(t)

opt )

（78）
然后将式（78）代入式（71）中可知

Ñĝc (û(t)
opt )+ 2λ̂a1optΛû(t)

opt = 03

（79）
分别对比式（79）与式（54）以及式（73）与式（55）可

得 û(t)
opt = û(t)

dpe与 λ̂a1opt = λ̂cdpe，最后再对比式（77）与式（67）
可知 û̇(t)

opt = û̇(t)
dpe. 证毕 .

5. 2　新方法的估计均方误差分析

由于估计值 û͂(t)
dpe是优化问题式（44）的最优解，因而

可以直接基于式（44）推导新方法的估计 MSE. 不妨将

估计值 û͂(t)
dpe 的估计误差记为 Du͂(t)

dpe = û͂(t)
dpe - u͂(t)= é

ë
êêêê ù

û
úúúúDu(t)

dpe

Du̇(t)
dpe

（其中 Du(t)
dpe = û(t)

dpe - u(t) 与 Du̇(t)
dpe = û̇(t)

dpe - u̇(t)），由一阶误差

分析原理可知，估计误差Du͂(t)
dpe 应为如式（80）约束优化

问题的最优解 .
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

min
Du͂(t)

{Dga (Du͂(t) )}= min
Du͂(t)

ì
í
î

ïï

ïï

ü
ý
þ

ïïïï

ïï( )ψJ -AJ

¶θ
¶(u͂(t) )T

Du͂(t)

T

Φ-1
J ( )ψJ -AJ

¶θ
¶(u͂(t) )T

Du͂(t)

s.t. H (u͂(t) )Du͂(t)= 02

（80）

式（80）的最优闭式解为

Du͂(t)
dpe  ( I3 - Z -1

J [H (u͂(t) )]T [H (u͂(t) )Z -1
J (H (u͂(t) ))T ]-1 H (u͂(t) ))

´Z -1
J ( ¶θ

¶(u͂(t) )T ) T

AT
J Φ

-1
J ψJ

（81）
其中，

ZJ = ( ¶θ
¶(u͂(t) )T ) T

AT
J Φ

-1
J AJ

¶θ
¶(u͂(t) )T

（82）
其中，

¶θ
¶(u͂(t) )T

=

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

úI3 O3 ´ 3

(ρ(i)
1 )T 0T

3

O3 ´ 3 I3

(Π^ [ρ(i)
1 ]η(i)

1 )T (ρ(i)
1 )T

（83）

由式（81）可知，估计误差向量Du͂(t)
dpe 渐近服从零均

值高斯分布，并且估计值 û͂(t)
dpe的估计MSE矩阵为

MSE(û͂(t)
dpe )

Z -1
J - Z -1

J [H (u͂(t) )]T [H (u͂(t) )Z -1
J (H (u͂(t) ))T ]-1 H (u͂(t) )Z -1

J

（84）
5. 3　新方法的渐近统计有效性分析

通过进一步的数学分析可知，估计值 û͂(t)
dpe具有渐近

统计有效性，具体可见如下结论 .
定理 2 在 一 阶 误 差 分 析 理 论 框 架 下 满 足

MSE(û͂(t)
dpe )=CRB(c) (u͂(t) ).

证明 对比式（15）与式（84）可知，下面仅需要证

明等式CRB(u͂(t) )=Z -1
J 或者[CRB(u͂(t) )]-1 = ZJ成立即可 .

首先将定义式 d͂n = fn (u͂(t) )代入伪线性观测方程式

（30）中可以获得关于向量 u͂(t)的恒等式，将该恒等式两

边对向量 u͂(t)求导可得如下重要关系式：

3019



电 子 学 报 2023 年

Wn Fn (u͂(t) )=An

¶θ
¶(u͂(t) )T

1 ≤ n ≤ N

（85）
然后将式（85）中的N个等式进行合并可得

WJ FJ (u͂(t) )=AJ

¶θ
¶(u͂(t) )T

（86）
最后将式（43）与式（86）代入式（82）中，并且结合

式（10）可知
ZJ =[FJ (u͂(t) )]TW T

J Φ
-1
J WJ FJ (u͂(t) )

=[FJ (u͂(t) )]TΣ -1
J FJ (u͂(t) )=[CRB(u͂(t) )]-1

（87）
证毕 .

6　仿真实验

本节中的基础实验参数如下：假设利用4个星载外辐

射源（即M=4）与4个近空接收平台（即N=4）对地面运动

目标进行定位，它们的经度/纬度/高度/速度的数值如表1所
示，其中4颗卫星的参数完全参照文献［15］中的设置，均为

低轨卫星，速度绝对大小为7 km/s，4个近空接收平台的绝

对速度大小为0.027 8 km/s，每个接收机获得的距离和/距
离和变化率观测误差向量均服从均值为零、协方差矩阵为

Σn=blkdiag{σ 2 IM (10-2σ)2 IM }的高斯分布，其中σ为标准

差. 运动目标位于地球表面，其经度为东经125.5°，纬度为北

纬31.5°，速度向量为 u̇(t)=[0.014 4  0.005 3  0.006 6]T km/s，
速度绝对大小为0.016 7 km/s.

6. 1　仿真实验1
将标准差设为 σ = 5 km. 下面利用文中新方法对运

动目标进行定位，并且进行 2 000次蒙特卡罗实验，图 2
描绘了 ECEF 坐标系下的定位结果散点图与定位误差

椭圆曲线，图中的3条椭圆曲线分别对应概率0.55、0.75
以及 0.95. 另一方面，由于文中新方法需要对目标位置

向量进行迭代，为了展示该方法的收敛速度，图 3描绘

了ECEF坐标系下的X轴坐标的迭代收敛曲线，图中随

机选取了10次蒙特卡罗实验的迭代收敛曲线 .
从图 2中不难看出，文中新方法的定位结果散点图

的形状与定位误差椭圆的形状相近，并且低概率对应

小面积椭圆，高概率对应大面积椭圆，从而验证了该方

法的有效性 . 从图 3中不难看出，文中新方法具有很快

的收敛速度，一般在 3~6次迭代以内即可收敛，这主要

得益于牛顿算法的二次收敛特性 . .
6. 2　仿真实验2

下面将文中新方法的估计精度与其它定位方法的估

计精度进行比较，所参考的方法包括文献［13］中的约束

泰勒级数迭代定位方法、文献［17］与文献［19］中的闭式

定位方法（即改进型TSWLS定位方法）. 需要指出的是，除

了文献［19］以外，其余文献中的定位场景与本文并不一

致，但是可以对其中的定位方法进行修正与推广，使其能

与本文的定位场景相匹配 . 此外，约束泰勒级数迭代定位

方法不仅需要目标位置向量的初始值，还需要目标速度

向量的初始值，这里给出目标速度向量的初始值无误差和

含有随机误差两种情形，其中后者是首先获得含有随机误

差的目标位置向量，然后再解算出目标速度向量 . 将标准

差σ从1 km变化至20 km，图4给出了目标位置估计均方

根误差随着标准差 σ的变化曲线 . 此外，图4中还包含了

由式（15）给出的CRB曲线 .
从图 4中可以看出：（1）相比两种闭式定位方法，文

中新方法在大观测误差条件下具有更高的估计精度与

误差阈值；（2）相比目标速度的初始值含随机误差的约

束泰勒级数迭代定位方法，文中新方法在大观测误差

条件下具有更高的估计精度，这是因为虽然两种方法

均属迭代型方法，但是文中新方法仅需目标位置向量

参与迭代，无需目标速度向量初始值，而约束泰勒级数

迭代定位方法则需要全部未知参数参与迭代，因此其

受初始误差的影响更大；（3）文中新方法的估计性能始

终能够逼近由式（15）给出的 CRB，从而说明该方法在

大观测误差条件下的鲁棒性，同时也验证了第 5节理论

性能分析的有效性 .
6. 3　仿真实验3

由于文中新方法考虑了目标速度的约束，下面通

过仿真实验说明增加此约束对定位性能带来的影响 .
由于文献［14］中的约束最大似然定位方法仅考虑单个

等式约束式（2），因此可以将文中新方法的定位精度与

约束最大似然定位方法进行比较，用于说明目标速度

表1　星载外辐射源与近空接收平台的经度/纬度/高度/速度的数值

星载外辐射源序号

(东)经度/(°)
(北)纬度/(°)

高度/km
X轴速度/(km/s)
Y轴速度/(km/s)
Z轴速度/(km/s)

1
100
30

700
−4.890 2
−3.146 7
3.896 7

2
101
31

700
−4.821 6
−3.298 0
3.856 8

3
101.3
31.5
700

−4.797 7
−3.356 1
3.836 5

4
100.5
30.9
700

−4.851 4
−3.249 2
3.860 9

近空接收平台序号

(东)经度/(°)
(北)纬度/(°)
高度/km

X轴速度/(km/s)
Y轴速度/(km/s)
Z轴速度/(km/s)

1
114
32
80

0.005 0
0.017 2

−0.021 2

2
113
33
80

0.015 0
0.005 5

−0.022 7

3
114.2
32.5
80

0.003 3
0.002 6

−0.027 5

4
113.7
33.2
80

0.019 5
0.003 2

−0.019 6
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约束式（3）所产生的性能增益 . 将标准差设为 σ = 5 km，

首先将目标纬度固定为北纬 31.5°，并改变目标经度，

图5与图6分别给出了目标位置与速度估计均方根误差

随着目标经度的变化曲线；然后将目标经度固定为东

经 125.5°，并改变目标纬度，图 7与图 8分别给出了目标

位置与速度估计均方根误差随着目标纬度的变化曲

线 . 此外，图 5~8中还包含了由文献［14］给出的CRB曲

线和由式（15）给出的 CRB 曲线，其中前者仅含有单个

等式约束，后者含有双重等式约束 .
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图2　两个运动辐射源的定位结果散点图与定位误差椭圆曲线
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图5　目标位置估计均方根误差随着目标经度的变化曲线
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图6　目标速度估计均方根误差随着目标经度的变化曲线
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从图 5~8中可以看出：（1）利用关于目标速度的约

束式（3）能够同时提高目标位置与速度的估计精度，只

是相比较而言，目标速度估计精度的改善幅度更大，这

是因为式（3）是关于目标速度的唯一约束，其对于提高

目标速度的估计精度至关重要；（2）尽管目标经纬度发

生了变化，文中新方法的定位精度始终可以逼近由

式（15）给出的 CRB，从而说明了该方法的渐近统计有

效性是具有一定泛化性的，并且再次验证了第 5节理论

性能分析的有效性 .
7　结论

针对位于地球表面的无线静默目标，本文提出了

一种基于外辐射源雷达系统的运动目标定位新方法 .
新方法基于拉格朗日乘子法实现了目标位置向量与速

度向量的解耦合估计 . 此外，文中还在双重二次等式约

束条件下推导了基于外辐射源雷达系统的运动目标定

位的 CRB，并且结合一阶误差分析与拉格朗日乘子法

证明了新方法的渐近统计有效性 . 最后，文中通过仿真

实验验证了新方法的有效性和优越性 . 需要指出的是，

本文的研究尚未考虑外辐射源以及接收机位置与速度

先验观测误差的影响，这也将是后续要研究的重点

问题 .
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